Definition ®

Darstellungsformen -®

_——Nulistelle(n) ®

Gebrochenrationale Funktion

f(z) h p((L‘) o amx™ + am—lxm71 +---4+a1x+ag
q((L') b,,w” + bn—lzn_1 + .- + bl(E + bo

Aufgaben mit Lésungen Definitionsliicke(n) @

~——— Polstelle(n) @

Asymptoten @

Funktionsbestimmungen @



p(x)  apz™ +ap ™+t az+ag

Gebrochenrational, wenn darstellbar als Quotient zweier Polynome : x +— = 0
q(z) bpx™ + by x4+ -+ b1z + by

Definition Zahlerpolynom p(z) # 0

Nennerpolynom ¢(z) mindestens vom Grad 1

Ay by, heiRen Leitkoeffizienten



Darstellungsformen

Polynomdivision Gegeben in der Form g(w) + 7‘(:1:)

f(z) = % g(z) + r(z) m|t hm r(z) =0 —<

Konstanter oder linearer Term  g()

Polynomdivision wird nicht erwartet

Gebrochenrationaler Term (Rest) 7(z)

Glinstig fir Grenzwertbetrachtungen @ — —oo bzw. £ — +o0

N . waagrechte oder schrage Asymptote bekannt

Guinstiger Ansatz fiir Funktionsbestimmungen, wenn

Polstelle(n) bekannt
g9(x) =2
4(2 (z) = 2
Tz — 1 2 r(z
= ( ) & 4z -3

Il
)

lim f(z)= lim (2+ )

T — Fo0 T — +o00

Beispiele

T — +o0 T — +o0 T — +oo

=—z+1
= 3z +2
h(z) = Z;,;H o m+1+— 2
lim h(z) = lim (—z+1+ >= lim (—z+1)=

+o00



Nullstelle(n) des Zahlerpolynoms p(x)
z—1
z?+1

Ausnahme: Nullstelle des Zahlerpolynoms ist zugleich Nullstelle des Nennerpolynoms
und daher kiirzbar (vgl. hebbare Definitionsliicke).

-1 (z—-1)(z+1)
r—1 z—1 B

Beispiel: f(z) = z—1=0=>2z=1

Nullstelle(n)

Beispiel: f(z) = z+1




Definitionsliicke(n)

Nullstelle(n) des Nennerpolynoms g(z)
Maximaler Definitionsbereich: D = R\ {,Nennernullstellen” }

1 1

Beispiel: f(2) = 77 = e~ 2= BB

Volistindig kiirzbare Nullstelle des Nennerpolynoms q(z)

Graph besitzt dort ein Definitionsloch
Hebbar durch Zusatzdefinition

Hebbare Definitionsliicke 22— 1 z—1)(z+1
f(z):z:—IZ( w)f(l ):z+1

hebbare Definitionsliicke = = 1

Beispiel Graph zeigt ein Definitionsloch an der Stelle = = 1
Grenzwertbetrachtung am gekiirzten Term: Iliml(m +1)=2

z + 1 firz € R\{1}

Hebbar durch Zusatzdefinition: g(z) =
2 furz =1




Nicht vollstindig kiirzbare Nullstelle(n) des Nennerpolynoms g(x)

1
= —— = Polstellez = 1
f(z) ) olstelle

-1 1
Beispiele f(z) = (:_71)2 =21 = Polstelle z = 1
z—1 z—1

1
22-1 (z—1)(z+1) z+1

Aber: f(z) = = hebbare Definitionsliicke z = 1

Einfache, dreifache, ... Nennernullstelle

Polstelle(n) Der Graph verlauft links- und rechtsseitig der Polstelle entgegengesetzt nach
Unendlich
Mit Vorzeichenwechsel (VZW) nendlic
1
f@) = ==
Beispiele 1 Polstelle mit VZW z = 1
)= ———
g(z) @o1)e

doppelte, vierfache, ... Nennernullstelle

Der Graph verlauft links- und rechtsseitig der Polstelle gleichermaRen nach
Unendlich
Ohne Vorzeichenwechsel

1

T
Beispiele 1 Polstelle ohne VZW z = 1
9(x) = ——7

mit VZW

ohne VZW

—




an einer Polstelle T = o

mit der Gleichung T = Xg
Senkrechte Asymptote
Untersuchung: Links- bzw. rechtsseitige Grenzwertbetrachtung fir £ — o

Beispiel -©®

Beschreibt das Verhalten des Graphen fir £ — —oo bzw. z — +00

Asymptoten ) ) )
Vergleich von Zahlergrad z des Zahlerpolynoms und
X Nennergrad n des Nennerpolynoms
Untersuchung / Nachweis
Grenzwertbetrachtung fir © — —oo bzw. £ — 400
Waagrechte / Schrage Asymptote Tipp: Fir eine aussagekréaftige Grenzwertbetrachtung ist es hilfreich, die hochste
Potenz des Nenners im Zahler und im Nenner auszuklammern (und zu kirzen).

z<n @
z=n Q@

z>nmitz=n+1 @



Senkrechte Asymptote

an einer Polstelle T = T
mit der Gleichung = Zo¢
Untersuchung: Links- bzw. rechtsseitige Grenzwertbetrachtung fir & — 2o

1
z—1

flz) =
Polstelle mit VZW = =1
Senrechte Asymptote mit der Gleichung z = 1

Beispiel

) » lim = —00
Linksseitige Grenzwertbetrachtung: z -1 z — 1
TSl N -

—0

y lim =+o00
Rechtsseitige Grenzwertbetrachtung: z—1 x — 1
z>1 -

— 0t

mit VZW




Waagrechte / Schrage Asymptote

Beschreibt das Verhalten des Graphen fir © — —oo bzw. z — +00

Vergleich von Zahlergrad z des Zahlerpolynoms und

i Nennergrad n des Nennerpolynoms
Untersuchung / Nachweis
Grenzwertbetrachtung fir ¢ — —oo bzw.  — 400

Tipp: Fur eine aussagekraftige Grenzwertbetrachtung ist es hilfreich, die hochste
Potenz des Nenners im Zahler und im Nenner auszuklammern (und zu kirzen).

Funktion konvergiert (Grenzwert existiert) gegen 0

z<n Graph hat eine waagrechte Asymptote mit der Gleichung y = 0 (z-Achse)
Beispiel -G)
Funktion konvergiert (Grenzwert existiert) gegen einen konstanten Wert ¢ € R\{0}

. a™ . . .
z=n waagrechte Asymptote mit der Gleichung y = ¢ mit ¢ = — (Quotient der Leitkoeffizienten)

bn
Beispiel -
Funktion divergiert (Grenzwert existiert nicht) nach —oo bzw. + co

z>nmitz=n+1 schrige Asymptote mit der Gleichung ¥y = mx + ¢

Beispiel Q)



Funktion konvergiert (Grenzwert existiert) gegen 0

Graph hat eine waagrechte Asymptote mit der Gleichung y = O (z-Achse)

i 2z' +2
= s-1<2=
@)= 7 ? "
A
o 2z + 2 r? T T
Beispiel -l — 1 = 1l d = 1 z z
Grenzwertbetrachtung: dim f(z) Jlim yrs eyl im - (4+ % S %) Jim yo % Y

Schlussfolgerung: Waagrechte Asymptote mit der Gleichung




Funktion konvergiert (Grenzwert existiert) gegen einen konstanten Wert ¢ € R\{0}
m

. a . . .
waagrechte Asymptote mit der Gleichung y = ¢ mit ¢ = 3 (Quotient der Leitkoeffizienten)

22° + 2z
=——z=2=2=
@ 47tz —24 ° "
222 + 2z 2 1
Quotient der Leif ienten: = ===
f(@) I?idz 24 T172
2 5
222 + 2 2+ % 2+ £
lim f(z)= lm ’z T2 gy @+2) = lim ~
z— +oo z o0 4z’ +4r —24 = ’>c,»—‘(4+i72_§) zoto0 44 4 _ A
Beispiel @ T T B
=0 50
Grenzwertbetrachtung
227 4 22 Polynomdivision n D 1 1
== T Bl S | J T
@)= o Ty zf‘i’m(z*'xm—" Iz — 24

Hauptnenner

Schlussfolgerung: Waagrechte Asymptote mit der Gleichung y = E

o

ey



Funktion divergiert (Grenzwert existiert nicht) nach —oo bzw. + co

schrage Asymptote mit der Gleichung Yy = ma + 1

z>nmitz=n+1

2
—z° + 3: 2
flo) == sz 2> i —nmitz=2=141=n+1
ol —
-  atisas2 Palynomdivision X B )
Beispiel Grenzwertbetrachtung: fla) = a3 = —T+l+ = lin = +oo
Hauptnenner
ung: Schrage Asymp mit der

5 4 3

-2

-1

b b L b




1
D=R: 1 < keine Nullstelle: _m @
T — T
26

Nullstelle © = Z'1:

z2+1
Funktionsbestimmungen keine Nulstelle: ——
mit VZW < 0 T
Nullstelle Z = 1 (Z1 # @) : !
T — X

Polstelle T = Zg .

keine Nullstelle: ———— @
(z — zo)
ohne VZW " "
— L]
Nullstelle € = &1 (Z1 # ®0): —— @

(z — z0)?



symmetrisch bezlglich der y-Achse:

z2+1
1
x-Achse ( ): —
2?2 +1
des Ko prungs: X
waagrechte Asyptote
h b -Ach: + !
symmetrisch beziiglich der y-Achse: — 1
z2+1
keine Nullstelle: ———— 1
z?+1 et —S—— (->0)
z?+1 -2 -1 0
1
D=R:
des ungs: x

schrage Asymptote: X
©

T — 1
z2+1

Nullstelle * = x7:




keine Nullstelle:

1
22 +1 ©

symmetrisch beziglich der y-Achse: )

bezilglich des

z
wenn Nulistelle Z1 = 0

22 4+1

waagrechte Asymplote

az?

bx?+1)

B
symmetrisch bezilglich der y-Achse

, wennz
z—a
Nullstelle & = 212

a(z —21)®

it
W@t
z2 41
£
15

7 (@b#0)

ae
zweite Nullsttelle = —z;:
|
|
(=
2

@)(@+2) _ a(@® —2})
b(a?+1)

b(z? +1)
&

=
beziiglich des

‘symmetrisch bzgl. der y-Achse: X
Gleichung beliebig:

o

3

\

schrége Asymptote

beziiglich des

wennzB. z, =

= ma -+t vorgegeben




symmetrisch beziiglich der y-Achse: M

waagrechte Asymptote

symmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs, wenn Polstelle g = 0 :

keine Nullstelle:

o
A

Gleichung beliebig:
‘o

keine
1

- (z=n+1)

o

beziiglich des
mit VZW

schrige Asymptote
\

Polstelle = = o

s
0
T — 2z
R
T -z
Nullstelle = = 21 (21 # 20)
ohne vzw @

2}
272 4o
T —x ©

Lb b




keine Nulstele:

el
—z0
mitvzw

whohse (y=0): X
wasgrechte Asymplote

Polstelle = = 2o

S e
Nttt = 1 (21 # 20): =

n) mit
Cn
e
%
% cecnng botets 2= ()
£
schrége Asymptote
omevzw ©

symmetsch bezgich der y-Achse: X

‘symmetisch bezigich des Koordnatenursprungs, wenn zweite Nulstelle g;
Y =ma +t vorgegeben

—a; und 2 = 0:

(@—z)(@+ai)

T




mitvzw @

symmetrisch bezilglich der y-Achse, wenn Tg =

1
x-Achse (y=0): m
beziglich des i X
Polstelle & = g
0
waagrechte Asymptote
3
symmetrisch beziglich der y-Achse, wenn 29 = 0 : + — 2
T
1 +
keine Nullstelle: m . 1 = mite >0 z=0
(@ — =) R L
ohne VZW symmetrisch bezliglich des Koordinatenursprungs: X

schrage Asymptote:

r—T
Nullstelle = Z1 (21 # 20) m @



mitvzw @

keine Nullstelle:
(z —z0)?
Polstelle T = To
T -z
xhchse (y=0): ———= (z<n) keine beziiglich des
(z — )
ohne VZW
waagrechte Asymptote
v=c(c€R\{0}) vorgegeben
e N
.
T —x 7
Nulistelle € = 21 (21 7 T9): ——— B :
(z = @0) e
AR > s
§> \%Q%, -7 )3 N
; A -7 i 1 _ 3
’,’55’ bﬁidiﬂggn§LCD ogensdig -~ Gleichung beliebig: EEraE (z=n+1) 1
£ L
5 i .
g T
K 1
“@ schrage Asymptote :
AN -
%
<N




