Aufgaben mit Losungen

f(z)

Gebrochenrational, wenn darstellbar als Quotient zweier Polynome : & +—

Definition

p(z)  apz™ + A 1™+ a4 ag
g(z) bz +by_gx™ L 4 -+ bz + by

Zahlerpolynom p(z) # 0

Nennerpolynom ¢(z) mindestens vom Grad 1

G, by, heilen Leitkoeffizienten

Darstellungsformen

Beispiel:

Nullstelle(n)

Beispiel:

Definitionsliicke(n)

Beispiele

o

Gebrochenrationale Funktion

_p(z)  apz™+ 1™ 4 -+ a1z + ag

Asymptoten

- g(a)

bpx" + by gz 14 -+ bz + by

Funktionsbestimmungen —

Ausnahme: Nullstelle des Zahlerpolynoms ist zugleich Nullstelle des Nennerpolynoms
und daher kirzbar (vgl. hebbare Definitionslicke). =~

Nicht vollstindig kiirzbare Nullstelle(n) des Nennerpolynoms g(x) T~s

Polstelle(n)
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Senkrechte Asymptote flz) = 5
. " lim = —00 = G
Linksseitige Grenzwertbetrachtung: z—1 x — 1
<1 NG -

Polynomdivision
plz) ————

flz) =

Gegeben in der Form g(m) + ‘r(a:)
0 <_

Polynomdivision wird nicht erwartet

q(z) g(z) + r(z) mithIiloo r(z) =

Konstanter oder linearer Term  g()

Gebrochenrationaler Term (Rest) T(:t:)

Gunstig fur Grenzwertbetrachtungen & — —oo bzw. £ — +00

waagrechte oder schrage Asymptote bekannt

Glnstiger Ansatz fur Funktionsbestimmungen, wenn —<
Polstelle(n) bekannt

9(z) =2

42z — 1) 2 (z) 2
T — r(r) = ———
fla)= =2 2+ —— 4z —3
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Beispiele
g(z) = -z +1
243242 4 (z) :
_ + -+ rer) =
h(z) = —— = & -—z+1+ T —2
r—2 r—2

lim h(z)= lim (—m—|—1—|—

xr — +oo r — +oo

): lim (—z+ 1) = +oo

xr — +oo

Nullstelle(n) des Zahlerpolynoms p(m)
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Nullstelle(n) des Nennerpolynoms ¢(z) \
Maximaler Definitionsbereich: D = R\ {,Nennernullstellen” }
1 1 /

Beispiel: f(2) = 5 = oy < P = RMLL :

Vollstindig kiirzbare Nullstelle des Nennerpolynoms q() <«
Graph besitzt dort ein Definitionsloch

Hebbar durch Zusatzdefinition

Hebbare Definitionsliicke 221 (x—1)(x+1)

A fla)= 2= = —z+1 "

\ r—1 r—1 3

N hebbare Definitionslicke x =1
AN Beispiel Graph zeigt ein Definitionsloch an der Stelle = = 1
N

N
Sl Grenzwertbetrachtung am gekirzten Term: Ihinl(”" +1)=2 / X,

~o =1 0 1 2
Y z+1furz e R\{1} r

~~ Hebbar durch Zusatzdefinition: g(z) =
2 furxz=1
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f(z) = p— = Polstelle z = 1 T~

-1 1
__Z = = Polstelle z =1 /l

f@) (z—-1)2 =z-1 7

z—1 = r—1 = L = hebbare Definitionslicke z = 1
z2—1 (z—1)(x+1) =z+1

Aber: f(«"f) =

Einfache, dreifache, ... Nennernullstelle

Der Graph verlauft links- und rechtsseitig der Polstelle entgegengesetzt nach
Unendlich

Beisoi < fle) = z—1
eispiele - 1

mit VZW

T Ry

Polstelle mit VZW = = 1

ot

doppelte, vierfache, ... Nennernulistelle

Der Graph verlauft links- und rechtsseitig der Polstelle gleichermalen nach

Unendlich ohne VZW

1

< o) = (z—1)° __/
Beispiele 1 Polstelle ohne VZW x = 1
g9(z) = (

xz—1)4

an einer Polstelle T = Zg

\ mit der Gleichung = Zg

\ Untersuchung: Links- bzw. rechtsseitige Grenzwertbetrachtung fir € — &g
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Beschreibt das Verhalten des Graphen fir z — —oco bzw. x — +00

Vergleich von Zahlergrad z des Zahlerpolynoms und

) Nennergrad n des Nennerpolynoms

Untersuchung / Nachweis
Grenzwertbetrachtung fir & — —oo bzw. £ — +00

Tipp: Fir eine aussagekraftige Grenzwertbetrachtung ist es hilfreich, die hochste
Potenz des Nenners im Zahler und im Nenner auszuklammern (und zu kirzen).

Funktion konvergiert (Grenzwert existiert) gegen 0

Graph hat eine waagrechte Asymptote mit der Gleichung ¥ = 0 (z-Achse)

z<n 2zl + 2
r) = == Z = 1 < 2=n
f(z) 4z + 42 — 24
2 2 _50 _50
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Schlussfolgerung: Waagrechte Asymptote mit der Gleichung

Funktion konvergiert (Grenzwert existiert) gegen einen konstanten Wert ¢ € R\ {0}
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Waagrechte / Schrige Asymptote — waagrechte Asymptote mit der Gleichung y = ¢ mit ¢ = o (Quotient der Leitkoeffizienten)
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Schlussfolgerung: Waagrechte Asymptote mit der Gleichung y = E

Funktion divergiert (Grenzwert existiert nicht) nach —oo bzw. + oo

schrige Asymptote mit der Gleichung ¥y = max + ¢
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Schlussfolgerung: Schrage Asymptote mit der Gleichung L :
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——————————— Yy = mx +t vorgegeben
mit VZW

keine Nullstelle:

Polstelle * = g
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